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Résumé

Soitn un entier positif. Nouslisons qu’un groupé& satisfait la conditior€ (), si chaque ensemble
den + 1 éléments d& contient une pairéx, y} telle que[x,; y] = 1, pour un etier positif k =
k(x, y). Dans cet article, nous étudions les grougesatisfaisant cette condition. En particulier, si
G est un groupe résoluble de type fini, alpgﬁ%| < n1138Vn+2 o4 2*(G) est 'hypercentre d6.
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Abstract

Letn be a positive integer. We say that a grauisatisfies the conditiofi(n), if every set ofn + 1
elements ofG contains a paifx, y} such thafx,; y] = 1, for some positive integé. In this paper,
we study finite group& satisfying this condition. In particular, & is a finitely generated soluble
group, then| %| <n118Vn+2 \whereZ*(G) is the hypercentre af.
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1. Introduction et résultats

Les notations rappelées ici sont classiquesx: sf y sont deux éléments d'un groupe,
on poselx, y] = x“1y~lxy = x~1x¥. Plus généralement, étant un entier non négatif,
on définit[x,; y] par[x,oy]l = x et[x,x+1) y]1 = [[x.x ¥], y]. Si G est un groupe, on note
Z*(G) I'hypercentre de5. Soitn un entier positif. Nouslisons qu’un group& satisfait
la condition&(n) si chaque ensemble de+ 1 éléments d&; contient une pairgx, y}
telle quelx,; y] = 1, pour un certait = k(x, y) € N. Ici, hous étudions les groupes satis-
faisant cette condition. Nous disons qu’un grogpsatisfait la conditior{\V, n) si chaque
ensemble da + 1 éléments d& contient une pairéx, y} telle que le sous-groupe, y)
soit nilpotent. Dans [13], Tomkinson a prouvé quessiest un groupe résoluble de type
fini satisfaisant la conditioo\/, n), alors|%| < n"*. Dans [11], Longobardi et Maj ont
introduit la classe€ (co) des groupess tels que chaque ensemble infini d’élémentside
contient une pairéx, y} vérifiant[x,; y] = 1, pour un entier positif = k(x, y). Elles ont
prouvé que si un group€ résoluble de type fini satisfait la conditiéi{co), alors il est
extension d’'un groupe fini par un groupe nilpotent; ceci entraine que I'hypercEhitd
de G est d'indice fini dansG (voir 1.5 de [8]) et si|G : Z*(G)| = n, alorsG satisfait la
condition&(n). Il est clair que(NV, n) C £(n) C £(c0). Ici, nous prouvons que :

Théoréme 1.1SoitG un groupe résoluble de type fini satisfaisant la conditién), alors

G 11 2
| =yl sn 3n+2,

Si x est un nombre réel, on note | le plus grand entier inférieur ou égalka Nous
prouvons aussi que :

Théoréme 1.2.SoitG un groupe fini satisfaisant la conditiaf(n). Alors,

G G 113y 2.
< < n+2 .2n°-|log g(n+1)] lo 1!
‘Fitt(G)‘ ‘Z*(S)‘ n c |logie(n + 1) |1,

ou S est le plus grand sous-groupe normal résoluble@geFitt(G) le sous-groupe de
Fitting de G etc est une constante.

Dans [1], il est prouvé qu’un groupe fidi satisfaisant la conditiofi(n) est nilpotent
sin < 2, résoluble sk < 15. Comme le groupe alterm; satisfait la conditiorf (16) et le
groupe symeétriquss satisfait la conditior€ (3), ces bornes ne peuvent pas étre améliorées.
Dans [5], Endimioni a prouvé qu’'un groupe fi6i satisfaisant la conditio\, n) est
nilpotent sin < 3, résoluble sir < 20. Le groupe alternds satisfait la condition(\V, 21)
et le groupe symétriquss satisfait la condition\V, 3). Si K est un groupe et un entier
positif, on note HalK) I'holomorphe dek, C, le groupe cyclique d'ordre et Z(K) le
centre dek . Ici, nous prouvons

Proposition 1.3. Soit G un groupe fini non trivial satisfaisant la conditiofi(15). Si
Z(G) =1, alors G estisomorphe & un sous-groupe de I'un des groupes suivants



A. Abdollahi / Journal of Algebra 283 (2005) 431-446 433

(1) Hol(C,), otip e (7,11, 13).

(2) Hol(Cs) x Hol(Cg).

@) (x,a,b,c|x"=a’=b°=c?=1[a,cl=[b,c] =[a,b]l =1,[x,a]l = ab, [x,b] =
be,[x,cl=a).

(4) Un {2, 3}-groupe.

Proposition 1.4.Soit G un groupe fini non nilpotent. Alorg; € £(3) si, et seulement

tS|, %X) = S3; etG e E(D\E) si, et seulement s% est isomorphe au groupe al-
erneAj.

Nous obtenons aussi une caractérisation du groupe alterné

Théoréme 1.5.Un groupe fini simple non abélien satisfaisant la conditfqi6) est iso-
morphe au groupe alternés.

2. Groupes résolubles de type fini satisfaisant la conditio& (r)

Dans cette section, nous prouvons le Théoréme 1.X 8st un sous-ensemble non
vide d’'un groupeG et H un sous-groupe d&, on noteCpy (X) le centralisateur d&
dansH, et Ny (X) le normalisateur d¥ dansH.Si X = {x1, ..., x,}, on définitCy (X) =
Cp(x1,...,x,). Nous commencons par un résultat qui est peut-étre bien connu.

Lemme 2.1.Soient: un entier positif,G un groupe etd un sous-groupe d& sans élé-
ments(autre quel) d’ordre fini divisantn. Sik € H et x est un élément du normalisateur
de H dansG tel que[h, x"] =1 et [k, x] = 1 pour un certaink = k(x, h) € N, alors
[, x]=1.

Démonstration. Soitk le plus petit entier vérifiantz,, x] = 1. Supposong > 2. Notons
quex” € Cg(x, h), donc[[h,x—2) x], x"]1 =1 et en utilisant les identités classiques sur les
commutateurs, on peut écrire=[[h, k-2 x], x"1 = [h,k—1)x]"z; le facteurz est dans

la cl6ture normale d¢(/,x—1)x], x] =1, doncz = 1. Le commutateufh, x—1)x] dont
I'ordre divisen est dansH ; on en déduit qu'il est égal a 1, ce qui est contradictoire avec
I'hypothése selon laquelleest le plus petit entier tel qUé,, x]1=1. O

Lemme 2.2.SoientG un groupe fini satisfaisant la conditiadfin), Q un IT-sous-groupe
de G (T étant un ensemble des nombres premiets un I7’-élément deVg (Q). Alors,

1Q:Co(x)| <n.

Démonstration. Soit |Q : Co(x)| =k, donc il existek élémentsy, ..., yx dansQ tels
quey,»y;l ¢ Co(x), pouri # j. Considérons I'ensemble déséléments{x”1, ..., xY}.
Supposonsk > n; il existe alors deux entiers différentsj € {1,...,k} tels que

1
[xY,; xYi]1=1, pourun certaineN, etdondx"”i ,, x]=1.Dou[[x, yiy].‘l],(t,l)x] =1.
D'aprés le Lemme 2.1[x, yiy]fl], x]=1, et ainSi[[y,'y;l, x],x] = 1. Encore d'aprés le
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Lemme 2.1{y,-y,?1, x] =1, ce qui est contradictoire avec la relatiynylfl ¢ Co(x). Par
suite,k <n. O '

Si L et M sont deux sous-groupes d’'un groug@e on pose[L, M] = ([x,y] | x €
L ety € M). Plus généralement, étant un entier non négatif, on défiit,; M] par
[L,oM]=L et[L,x+1) M1 =I[[L.,x M1, M]. Aussi six est un élément d&, on définit
[L,x]par{la,x]|ael).

Lemme 2.3.Soit G une extension d'up-groupe abélien élémentair® # 1 par un p’'-
sous-groupe abéliel # 1 tels queX opere fidélement sk et R = [R, X]. SiG satisfait
la condition& (n), alors | X| <n — 1 et|R| < n?.

Démonstration. Par le théoréme de Maschk®,se décompose en un produit direct de
sous-groupe®; (i =1,...,k) qui sontX-invariants et qui ne sont pas produit direct de
sous-groupes propres-invariants. SoitC; := Cx(R;), i = 1,...,k. Notons que pour
chaquex € X eti € {1,...,k}, on a[R;,x] =1 ou[R;,x] = R;. S'il existe un élé-
mentx € X tel que[R;,x] = R; pour chaque € {1,...,k}, alorsR = [R, x] et donc
|R| < n d'apres le Lemme 2.2. |l résulte du Lemme 3.6(ii) de [13] ¢¥ie<n — 1. D'ou

on peut supposek = | Jf_; C;. Considérons une uniobl = | J;.; C; (I C {1,...,k})
qui est maximale dans le senX:=V U C; # V pour toutj ¢ I. Si y € X\V, alors
(R; |iel)|=|[R,yll<netye ﬂiw C; = D etdoncV U D = X. PuisqueX opére
fidelement suR, nous avong();.; C;) N D = 1. Par [7], on a aus$i);.; C; € D. Il en
résulte qug ),.; Ci =1.D'ouCx(T) =1et|T| <n,ouT = (R; |i ), etil résulte du
Lemme 3.6(ii) de [13] quéX | < n — 1. Pour prouvefR| < n?, notons que

1 . 1.
R < —
X E dImCR(x)\zdlmR.

xeX

(Ici «dim» s'applique a dep-groupes abéliens élémentaires que I'on considére comme
espaces vectoriels sur le corps fini d’orgrg Si bien qu'il existe un élémente X tel que
dimCgr(x) < %dimR. Mais R = [R, x] x Cr(x) et par le Lemme 2.2[R,x]| <n.llen
résulte queéCr (x)| < |[R, x]| etdonc|R| <n?. O

Remarque 2.4.Notons que si, dans le Lemme 23 .est cyclique, alors la démonstration
du lemme impliquéR| < n.

Si H etK sont deux groupes, on notex K un groupes qui admet deux sous-groupes
HyetKitelsqueH1 = H, K1 =K, HHNK1=1,G= H1K1 et H1 < G. SiG est un
groupe, nous noterons Au) le groupe de tous les automorphismeste

Lemme 2.5.Supposons que, dans le LemM& R soit un p-groupe tel quep < n < p2.
Alors R x X est isomorphe &, x C;, ol est un entier strictement supérieurlaet
divisantp — 1.
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Démonstration. Si X est cyclique, alors, d'aprés la Remarque 2R}, < n, et puisque
p <n < p? onalR|=p et|X| divise p — 1. Maintenant on montre que est cyclique.
D’apres la démonstration du Lemme 2X3est isomorphe a un sous-groupe de @&yt ol

T est un sous-groupe de tel que|T| < n, donc|T| = p. Alors Aut(T) est cyclique, ce
qui entraine qu& est cyclique. O

Lemme 2.6.Supposons que, dans le Lem2i& n < 15. Alors R x X estisomorphe al'un
des groupes suivants

(1) C, xC;oup e {5,7,11,13} etr est un entier strictement supérieurlzet divisant
r—1;

(2) (C2xC2) xC30u(Cyx CyxCp) xCy;

(3) C3xCz, (C3x C3) x Cz, (C3 x C3) x C4, (C3 x C3) x (C2 x Cp), (C3 x C3) xCsg
0ouU (C3 x C3 x C3) x (Cy x Co).

Démonstration. Par le Lemme 2.3, on g | < n — 1 < 14 et|X| divise |Aut(R)|. Si p
divise I'ordre deR alors, par le Lemme 2.2y < 15. Ainsi p € {2,3,5,7,11, 13}. Soit
p €{5,7,11,13}. D'aprés le Lemme 2.3, on|®| = p, et doncX est un groupe cyclique
et|X| divisep — 1.

Maintenant supposons= 2. D’apres la démonstration du Lemme 2X3est cyclique
ou bienX est un 2-sous-groupe abélien de A@t), ou T est un 2-groupe abélien élémen-
taire d’ordre divisant 8. Mais dans ce cas, chaqusa2is-groupe abélien de Alt) est
cyclique et donc, d'aprés la Remarque 2R, € {2, 4, 8}. Si|R| =2 alors|X| = 1, ce qui
est impossible. SiR| =4 alors|X| = 3, et si|R| =8 alors|X| =3 ou|X| = 7. Mais il est
facile de voir que le cas o[R| = 8 et| X| = 3 n’est pas possible.

Soit p = 3. D’apres la démonstration du Lemme 2%3gst cyclique o est un 3-sous-
groupe abélien de AUf), ou T est un 3-groupe abélien élémentaire d’'ordre divisant 9. Si
|T| =3 alors|X| =2, etsi|T| =9 alorsX est un groupe cyclique d’ordre 2, 4 ou 8 ou bien
un groupe abélien élémentaire d’'ordre 4 XSest cyclique, le Lemme 2.3 implique&| €
{3, 9}. Alors dans ce ca® x X estisomorphe &3 x C», (C3 x C3) x Cp, (C3x C3) xCy
ou (Cz x C3) x Cg. Donc il reste a considérer le cas|@®) € {9, 27,81} et X = C», x C».
Supposons queR| = 81. D’apres la démonstration et les notations du Lemme 2.3, on
ax= Uf.‘zl Cx(R;). Il est clair quek > 2 et puisqugR;| > 3, on ak < 4. Sik =3,
alors on peut supposéR;| = 9 et|R2| = |R3| = 3. Mais 1< Cx(R;) < X pour chaque
i €{1,2,3}. Donc il existe un élément € X tel quex ¢ R1 U Ro. D'ol Cr(x) = R3, et
on a|R: Cr(x)| = 27> 15, ce qui est contradictoire, d'aprés le Lemme 2.2k Si 4,
alors|R;| = 3 pour chaqueé € {1, 2, 3, 4}. PuisqueX a seulement 4 sous-groupes propres,
il existe un élément € X tel quex ¢ Uf‘;éj’i:l R;,pourunj €{1,2,3,4}. D'ou Cg(x) =
Rj eton alR : Cr(x)| = 27, ce qui est contradictoire (puisque d’aprés le Lemme 2.2,
IR : Cr(x)| < 15).Ainsi|R| =9 oubien 27, ce qui achéve la démonstration du lemnme.

Si p estun nombre premier & un groupe fini, on not®?” (G) le plus petit sous-groupe
normalK deG tel queG/K soit unp-groupe.
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Lemme 2.7.SoientG un groupe fini satisfaisant la conditicf(n) et p un nombre premier
divisant|G| tel quep > n. SiQ = OP(G) et si P un p-sous-groupe de Sylow dg, alors
G=PxQ.

Démonstration. Supposons qu’il existe un élémentde P tel quex ¢ Cs(Q). Notons
que d'apres le Corollaire 2.3 de [1), est unp’-sous-groupe d& de sortequee N Q =1
et G = QP. Considérons le sous-groupge= (x)Q. Alors, (x) est unp-sous-groupe de
Sylow dek et puisquexr ¢ Cg(Q), |K : Ng ({x))| > p. Mais N ((x)) = (x)Cp(x), d’'ol

|K : Ng ()| = [(x) @ : (x)Co ()| = |Q : Co(x)].

Maintenant le Lemme 2.2 impliqug2 : Co(x)| < n, ce qui est contradictoire avec la
relationp >n. 0O

Sin est un entier positif, nous noterofg I'ensemble des hombres premigrsels que
p<n.

Corollaire 2.8. Si G est un groupe fini satisfaisant la conditiéiin), alors:

(i) L'ensemble desrl,-éléments d& est un sous-groupB deG.
(i) L'ensemble desl, -éléments d& est un sous-groupe nilpotemt de G. En particu-
lier, G=D x M.
(i) SiZ(G) =1, alorsG est unIT,-groupe.

Démonstration. (i) Voir le Corollaire 2.3 de [1].

(ii) D’apres le Lemme 2.2 de [1]; est p-nilpotent pour tout premiep > n, doncD
posséde un complément nilpotet puisqueG/D =MD/D =Z=M/(M N D) = M. Par le
Lemme 2.7G est le produit de ces deux sous-groufies; D x M.

(iii) Résulte de la partie (ii). O

Si p est un nombre premier € est un groupe fini, on not@,(G) le p-sous-groupe
engendre par tous lgs-sous-groupes normaux de, et O,/ (G) le sous-groupe engen-
dré par tous leg’-sous-groupes normaux @& Nous noteron® (G) le sous-groupe de
Frattini deG.

Lemme 2.9.S0itG un groupe résoluble non nilpotent fini satisfaisant la conditan).
Supposons qué,(G) = 1, pour un nombre premiep divisant|G|. SiG = G/Z*(G),
alors

@) |G| <n? 0%,
(b) Sip <n < p?alorsG = C, »x C;, our est un entier positif strictement supérieutLa
et divisantp — 1. En particulier,|G| < n?.
(c) Sin<15etp =2, alors
(1) G = (x,a,b,c | x"=d?>=b2=c?=[a,c]=[bcl=Ilabl=1]x,a] =
ab, [x,bl=bc,[x,c]l=a).



A. Abdollahi / Journal of Algebra 283 (2005) 431-446 437

(2) G = A4 ou le groupe symétriqusy. 5
(d) Sin < 15etp =3, alorsG estun{2, 3}-groupe a centre trivial tel qu&3 (G) = 1. Si
n<4alorsG = S3.

Démonstration. (a) PuisqueO, (G) = 1, le sous-goupe de Fitting deG est égal a
0,(G) = P et G/P opére fidelement suP = P/®(P) (voir [6, Théoréme 6.3.4]). No-
tons queZ*(G) < P. MaintenantP est unp sous-groupe normal abelien €lémentaire de
G/D(P), P Op(G) et CG(P) Soit Q/P le socle deG/ P de sorte que?/ P
est unp’-sous-groupe. Nous pouvons eche: PX, o0 X est unp’-sous-groupe abélien
de Q. SoitR :=[P, Q] de sorte que? := R x C3(Q). SiC :=Cz(R), alorsC N Q cen-
tralise P et doncC N Q = P. Il en résulte que; (R) = P et doncG /P opére fidélement
sur R. MaintenantR et X satisfont les conditions du Lemme 2.3 et doR¢ < n2. On a
aussi :

(1) G/P opére fidélement suR. Il s’ensuit par le Lemme 3.6(iv) de [13] qu&/P| <
plt2logn

(2) SoitT un p’-sous-groupe de Hall de sorte qlieest unp’-groupe resoluble opérant
fidelement surR. Il s’ensuit par le Lemme 3.6(iii) de [13] qu&’| < 3n%2 et T est
engendré pa[2 logo,n — 1] éléments. Notons qUER(T) < Z*(G) car siS est un
p-sous-groupe de Sylow d@, alorsG = ST et [Cp(T),x G] = [Cp(T),r S] =1,
pour un entier positik. Si T est engendré pat éléments, alors

|PZ*(G)/Z*(G)| < |P: Cp(T)| <n?,

d'aprés le Lemme 2.2. En particuliéB Z*(G)/Z*(G)| < n2 '°%"—1,

D'aprés ce qui précéde, il est facile de voir g < n’z10gn,

(b) Soient P = PZ*(G)/Z*(G) = P/Z*(G) et T = TZ*(G)/Z*(G). D'aprés le
Lemme 2.2 de [1],p < n, puisqueG n'est pas nilpotent. Maintenant supposons que
p<n<p?ll s'ensuit, d’ apres le Lemme 2.5, qu&| = p. PuisqueG/P = G/P est
un p’-sous-groupel = G/ P est un groupe cyclique d’ordge— 1 et|P| = p. D'ou G est
isomorphe &, x C;, out est un entier positif strictement supérieur a 1 et divigantl.

(c) Sip= 2 alorsR = (Cz x Coo0uCo x (Cz x Cp. D'aprés le Lemme 2.6[" est iso-
morphe aC3 ouCy. Ainsi |P| €{2,4,8}.D'ou G estun{2, 3}- groupeou urf2, 7}-groupe.
Maintenant supposons qﬂbest un{2, 7}-groupe. Il s’ensuit qué}/P estisomorphe a un
{2, 3}-sous-groupe d€L3(2), le groupe linéaire général de degré 3 sur le corps d’ordre 2.
Mais chaque2, 7}-sous-groupe d&Ls(2) dont I'ordre est divisible par 7 est un groupe
cyclique d'ordre 7. Ainsi|G| € {14, 28, 56}. PwsqueZ(G) =letl# 02(G) est un
2-sous-groupe de Sylow, il est facile de voir quiest isomorphe &

(x,a,b,c|x"=a®=b?=c?=[a,cl=1[b,cl=[a,bl=1, [x,a]l =ab,
[x,b]=bc, [x,c]= a).
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Maintenant supposons qu@ est un{2, 3}-groupe. Donck = G/P est isomorphe & un
{2, 3}-sous-groupe d&L3(2) tel queO2(K) = 1. Il en résulte quek| € {3, 6} et donc
|G| € {12, 24, 48}. Maintenant pwsquZ(G) 0,(G) = 1, il est facile de voir un est
isomorphe au groupe altersg ou bienG est isomorphe &;.

(d) Sip =3 alorsR = C3z0uC3 x C30uCs x C3 x C3. MaisT est un 3-sous-groupe
résoluble de AUuiR). Si|R| € {3, 9} alors Aul(R) estun{2, 3}-groupe doncG estun{2, 3}-
groupe. Notons que & < 4 alors|R| =3, |T| =2 et|G/P| =2. Ma|s|P| < 4 et donc
|P|=3.D'ou G = S3. Si |R| = 27 alors AutR) = GLs(3), le groupe linéaire général de
degré 3 sur le corps d’ordre 3. Supposons Gueest pas ur2, 3}-groupe, il s’ensuit que
T est un groupe cyclique d’ordre 13 ou 26 (notons que ces groupes sont le§2séa}s
sous-groupes déL3z(3)). Mais I'ordre der divise celw deP et |P| <|P:Cp(T)| <15
ce qui est contradictoire (puisquR| = 27 et|R| < |P| < 15) et achéve la démonstration
dulemme. O

Lemme 2.10.Soit G un groupe résoluble fini a centre trivial satisfaisant la condition
£(n). Supposons qup, g soient deux nombres premiers distincts divisant I'ordre de G
et tels quer <n <r2 pourr € {p,q}. Alors G = H, ou bienG = H,, ou, pour chaque
nombre premier, on noteH, le sous-groupe d& sat|sfa|sant0 © = Z*(oﬁe))-

Démonstration. Supposons qué& # H, et G # Hy. Il s’ensuit, d’aprés le Lemme 2.9,
queG/H,=C, xC, etG/H, =C, x C,, out > 1 etr > 1 sont deux entiers divisant
p — 1l etqg — 1, respectivement. Puisques ¢, on en déduit queéd, # H,. Si H, < H,,
alorsG/H, est abélien. Puisque le centre@gH, est trivial, on aG = H, et pour une rai-
son similaire, siH, < H,, onaH, =G.D'ou H, £ H, et H, £ H,. Supposong > g.
PuisqueG = G/(H, N H,) est isomorphe & un sous-groupe @¢H, x G/H, et les
centres de ces groupes quotients sont triviaux, cZ‘(G) = 1. Supposons qué? soit
limage deG dans le group&/H, x G/H DoncG a un p-sous-groupe de Sylow nor-
mal P. Notons que P| = p. Soit H un p’-sous-groupe de Hall de etk =Cy(P). Donc
H/K est un groupe cyclique non trivial d’ordre divisgnt- 1 et K <t G. Supposons que
H = K((a, b)), oli(a,b) € G < G/H, x G/H, et P = ((g, 1)), ol g € G/H,. Puisque
(a, b) ne commute pas aveég, 1), on a

pgcd|al, gl) = 1. 0

Donc Cp((a, b)) = 1. Il est facile de voir quek < GnN 1 (1 x G/Hy), puisqueG/H, =

C, xC,; etK =Cy(P). Mais G/H, est un facteur de, doncg divise l'ordre dek et
doncK a ung-sous-groupe de Sylow norm@lengendré par un élément G/H,. Ainsi

o< G.Si [0,(1,b)]=1,alorsQ < Z(G) =1, ce qui est contradictoire (puisqg@e# 1),
doncCo((1, b)) =1, puisquelQ, (1, b)) est isomorphe a un sous-groupe non abélien de
C4 »x C,.. Notons que

pgcd|bl, ¢) = 1. (I
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Maintenant considérons I'ensemble
{(@,p)¢*)]i=01,...,p—1, j=01,....,q—1}.

PuisqueG satisfait la conditionf(n), il existe deux paires distincteg, j) et (i, j/)
telles que (a, b)) ; (a, b)(gi/”‘j/)] — 1, pour un entier positié. D'ol [a¢ agi/] =1

et [b"j,k bx'//] = 1. Maintenant comme dans la démonstration du Lemme 2.2, puisque
(i, j) # (i’,j)), on a[b,x] = 1 ou bien[a, g] = 1, d’ou une contradiction (d'apres (I)

ou bien (1)) qui achéeve la démonstration du lemme

Maintenant nous sommes préts a prouver le Théoreme 1.1.

Demonstratlon du Théoréme 1.1.Soit G := D’aprés le Théoréme 1 de [11G;

Z*(G)

o, (G I'hypercentre deo—(G) ou p est un nombre premier divisap|.

D’apres le Corollalre 2.8 est uniT,-groupe. Puisqué est fini, il existe un entier positif
m tel que

est fini. Soit

[Hp,m G] < Op/(é)’
pour toutp € IT,,. Ainsi
[ () Hpom 5} <) 0,(G)=1
Pelly, PEIly,
et doncﬂpen » < 7Z*(G) = 1. Supposons que& = {p € IT, | p®> > n} et I' =

I, — . D'apres Ie Lemme 2.10, il existe un sous-ensemblde X' tel que|A| < 1
et(\,erua Hp =1.D00|G| < [],crua |G/ Hp| et d’aprésle Lemme 2.9, on a

G| < (W (5 logy n) 2,

ol (/n) est le nombre de nombres premiers inférieurs ou égayin.aD’aprés le Théo-

reme 4.6 de [2], on & (/n) < Gm&) = 12&{; Il s’ensuit que

‘6‘ < nlzﬁ (& logym)+2.

Maintenant il est facile de voir qU& | < n113v+2: ce qui achéve la démonstrationd

Démonstration de la Proposition 1.3.(La démonstration suivante fait a plusieurs reprises
appel au Lemme 3.1 qui ne sera établi qu’au Section 3; le lecteur pourra se convaincre qu'il
n'y a pas la de cercle vicieux, la preuve delemme n’utilisant pas la Proposition 1.3.)
PuisqueG satisfait la conditior€ (15), G est résoluble (voir [1, Théoreme 1.2]). D'aprés

la démonstration du Théoreme 1(1,,_; - H, = 1. Mais le Lemme 2.10 implique que
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H> N H3N H, =1, pour un nombre premigr € {5,7, 11, 13}, et G est alors isomorphe
a un sous-groupe d€/H> x G/H3 x G/H,. D'apres la démonstration du Lemme 2.9,
G/ H> est un{2, 3}-groupe ou est isomorpherg x C7 (Eg = C2 x C2 x Cp). Supposons
G/ H> estisomorphe &g x C7. D'aprés le Lemme 2.9/ H3 est un{2, 3}-groupe, ce qui
implique Hz £ H». Notons queG/H> a un sous-groupe isomorphefg et que c’est le
seul sous-groupe normal non trivial et propre@éH,. Mais, d’aprées le Lemme 2.9, 7 ne
divise pas l'ordre d&5/H3, doncG/(H2 N H3) = K x G/H>, ou K est un sous-groupe
de G/ Hs. PuisqueZ(ﬁ) =1, 0naZ(K)=1. Si K est non trivial, alorsk est un
groupe non nilpotent, et dori€ ne satisfait pas la conditiaf 2), d’aprés le Théoréme 1.1
de [1]. Mais aussG/ H> ne satisfait pas la conditiafX7), donc le Lemme 3.1 montre que
G/(H2N H3) ne satisfait pas la conditiaf(23), ce qui est contradictoire avec I'hypothése
selon laquelles satisfait la conditior€ (15). Ainsi K =1, d’'oUH> < Hz3etHo N H, =1.
Puisque, d’'apres le Lemme 2.8,/H, est isomorphe & un sous-groupe de (dgl) et
|G/Hz| = 56, on aH, £ H». Supposons quél> £ H,. PuisqueH> < H,H> < G,

G = H>H, ou |H2H,/Ho| = 8. Si|H2H,/Ho| =8, alors|G/H>H,| = 7. Il en résulte
quep =7 et|H2H,/H,| divise 6. MaisH>H,/H, < G/H, et aussiG/H, admet un
sous-groupe normal d’ordre 7. Ain6l/H,, est abélien, et il en résulte que= H,, ce
qui est contradictoire avec la relatidi, £ H,. Alors G = HoH, et G/(H2 N Hp) =
G/H> x G/H,. D'apres le Lemme 3.1G/(H> N H),) ne satisfait pas la conditiof(15),
ce qui est contradictoire avec I'hypothése selon laguglitisfait la conditiorf (15). Par
suite,Ho < H, etHy = HyN H, =1. AlorsG = G/H> = Eg x Cy.

Supposons qué&/H; est un{2, 3}-groupe. SiH> < H, ou H3 < H,, alorsG est iso-
morphe a un sous-groupe ¢ H, x G/Hz qui est, d'aprés le Lemme 2.9, {2 3}-groupe
et doncG est un{2, 3}-groupe. Maintenant supposons qig £ H,, et H3 & H,. Suppo-
sons queH, £ H». ConsidéronsG 'image du monomorphisme d6/(H> N H,) dans
G/H> x G/H, qui ag(H> N H,) associe(gH>, gHp). D'aprés le Lemme 2.9G/H>
contient un sous-groupe normal unique d’ordre 4 et il n'admet aucun élément d’ordre 6,
aussiG/H, contient un sous-groupe normal unique d'orgrell en résulte qu’il existe
des sous-groupes normaix et M dansG et un élémentx, y) € G tels que|x| = 3,
(Iyl,p)=1,|K|=4,|M|=p, Ck((x,y)) =1,Cy((x, y)) = 1. Maintenant considérons
I'ensemblef{(x, y)&" | (g, h) € K x M}. Comme ci-dessus, on peut obtenir une contra-
diction. Il en résulte quéd, < Hp, etG est donc un sous-groupe @& Hz x G/H,. Si
H, < Hz alorsG est isomorphe a un sous-groupe de (dg)), d’aprés le Lemme 2.9. Si
bien que I'on peut supposer qég, & Hz. Soit¢ (G) = Golg¢:G — G/Hzx G/H, avec
la loi ¢(g) = (¢H3, gHp) pour chaque € G. Il existe un élémeny(g) = (gHz, gH))
tel queR = (#(g)) soit le seulp-sous-groupe de Sylow de d’ordre p. Supposons que
K = Cy(R), ou H est unp’-sous-groupe de Hall d&. Alors K <1 G et il est facile
de voir quek est aussi normal dans/Hz x G/H,. PuisqueR ne commute pas avec
un elément de la formeéxHs, xH)), ou (1, xHp) ¢ R, on aK < G/H3z x 1. On note
gue H/K est un groupe cyclique tel qué&/ /K| divise p — 1. Puisquep € {5,7,11, 13},
|H/K| divise 12 (le cas opp = 11 et|H/K| = 10 n’est pas possible, puisque dans ce
cas,G a un sous-groupe isomorph@a= G/Hz x (C11 x Cs). Alors T satisfait la condi-
tion £(15), ce qui d’'aprés le Lemme 3.1, impliqgue q@& H3 est nilpotent (noter que
C11 x Cs ne satisfait pas la conditiafi(10)). Mais Z(G/H3) = 1, doncG = H3, ce qui
est contradictoire avec la relatidi, £ Hs). Supposons quél /K = ((aH3,aH,)K), ou
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a est un élément d&. Supposons aussi que pg8d K |) = 1, donckK est un 2-groupe.
Notons queG est 2-nilpotent, puisquél, < Hp, doncH»/H,, est un sous-groupe normal
deG/H,. Mais H, # H,,, puisqueG /H est un{2, 3}-groupe eiG / H,, est un groupe dont
I'ordre est divisible parp. D'ou G/H> est cyclique et on sait quE(G/H») = 1, donc

G = Ho. Supposons = (aH3,aH,) = x1x2, OU [x1, x2] = 1, x1 est un 2-élément etp
est un 3-élément. Par hypothese# 1. Pgisquef} est 2-nilpotent, on 2 (G) = (R, x2).

Il sS’ensuit queCk (02 (G)) = Ck (x2) < G. Ainsi Ck (x2) < Z*(G) et doncCk (x2) = 1.
Mais |RK : Cri(x2)| < 15, donc|K| = |K : Cg(x2)| < 2. D'ou K =1, puisquek <
Z(G) = 1. Il en résulte ques est isomorphe & un sous-groupe de (Hg). Maintenant
supposons que 3 divig& |. Nous prouvons que 3 ne divise pas l'ordrexd€. Suppo-
sons que 3 divis¢xK|. PuisqueG est 2-nilpotent,G/Hz x 1 est aussi 2-nilpotent et
donc K a un 3-sous-groupe de Sylow norm@l Si P; est un 3-sous-groupe de Sylow
deG/H3 x G/H,, alorsT =Z(P) NP # 1. PuisqueZ((N}) =1, il existe un 2-élément
y=(bHs,bH)p) telque|T : C7(y)| = 3.Si(1,bH),) ¢ Ralors|R : Cr(y)| = p, ce quiim-
pliqgue 15> |RT : Crr(y)| = 3p. Il en résulte quep = 5, ce qui est contradictoire, puisque
3 ne divise pas 5 1=4. Donc(1,bH,) € R et puisquey est un 2-élémengH, = H,.
Maintenant puisque 3 divige K|, on a

Cr(t) =1, (1)

ol t = (a® Hz,a® H)) et |x| = 2"3" (n,m sont des entiers non négatifs). Il existe un
sous-ensemblg; = (a;H3, Hp) |i=1,...,r}deT telque|T : C7(y)| =r > 3 et

2zt ¢ Cry), (2)

pouri # j. Considérons I'ensemble
X = {(ty)Zi¢(g1) ‘ i=1...,r, =1, ,,,,p},

PuisqueG € £(15) et |X| > 15 (on note quep > 5), il existe deux éléments distincts
v =(1y)7?E) etw = (1y)59&" tels qudv,  w] = 1 pour un entier positif . Il en résulte
quezizjfl € Cr(y) etg(g'=%) e Cr(1), ce qui est contradictoire avec la relation (1) ou (2).
Par suite|lx K| divise 4 ; doncP est un 3-sous-groupe de Sylow de Maintenant nous
prouvons quep = 5. PuisqueP Z*(G), il existe un 2-élément = (bHs, bH,) tel que
|P:Cp(c)| >3.Si(l,aH,) ¢ R alorsCgr(c) =1, etdonc 15> |RP : Crp(c)| > 3p, ce

qui donnep = 5. Alors supposons quB commute avec tous les 2-élemeisls, uH,)

tels que(l,uH,) ¢ R. Ainsi il existe un 2-éléement = (zHs, zH,) tel quezH, = H,

et |P : Cp(1)| > 3. Maintenant sip > 5 alors, comme ci-dessus, on peut arriver a une
contradiction, en considérant I'ensemble

@)@ [i=1,..., p, j=1,...r},
ou|P:Cp(t)l=r>3et{f;|i=1,...,r} C P tels quet,~tj‘1 ¢ Cp(t) pouri # j. Avec

les mémes arguments, on peut dire, nous devonsf@voi€ p (s)| < 3 pour chaque 2-élém-
ents. Il en résulte qued (P) < Cp(Q), pour un 2-sous-groupe de Sylawde G et donc
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@ (P) =1.D’ol P est un 3-groupe abélien élémentaire. AlorsPsést un 3-sous-groupe
de Sylow deG/Hs, P est abélien élémentaireld? : C(s)| < 3, pour chaque 2-élément
de G/Ha. Il en résulte qu&s/ Hz = S3. Par contreG/ H,, est isomorphe & un sous-groupe
de HolC)) et alorsG est isomorphe & un sous-groupe de @a) x Hol(Cs) ; ce qui
achéve la démonstrationo

Démonstration de la Proposition 1.4.Nous suivons les notations du Théoréme 1.1.
D’apres la démonstration du Théoreme 1Hb,N H3 = 1. D'aprés le Lemme 2.9 on a
G =H;ouG/H;= A4 et G = H3 ou G/H3 = S3 (notons queG = G/Z*(G) est un
groupe fini & centre trivial). D’oiG est isomorphe & un sous-groupeSiex A4. Main-
tenant, en considérant les sous-groupessle A4 qui sont a centre trivial et satisfont
la condition£(4), il est facile de voir queG = S3 ou A4. Réciproquement, supposons
que G/Z*(G) = S3. Soientx1, x2, x3, x4 € G. Alors, puisquesSs satisfait la condition
E£@Q), il existei, j € {1,2,3,4} (i # j), tels quelx;,k x;]1 € Z*(G) pour un entier posi-
tif k. Ainsi [x;,x x;] est un élément d’'Engel a droite dg (voir [12, Théoréeme 12.3.7]).
D'ou [[x;,kx;l,sx;1 =1, pour un entier positif, et donc[x;,ksx;]1 = 1. Avec une
démonstration similaire, on peut prouver que,GGIZ*(G) = A4 alors G € £(4) (on
prouve seulemend, € £(4)). Notons queA4 est réunion de quatre 3-sous-groupes cy-
cligues de SylowPy, P>, P3, P4 et d’'un 2-sous-groupe de Sylo@ normal abélien. Soient
X1, X2, X3, X4, x5 € Ag. S'il existei € {1,...,5} tel quex; € Q, alors[[x;, x;], x;]1 = 1,
pour tout;j € {1,...,5}. Il sS’ensuit que I'on peut supposer que, pour tbet{1, ..., 5},

x; ¢ Q.D'oulil existek, j (j # k) eti dansI'ensemblél, ..., 5} tels quex;, x; € P;. Donc
[x;, x¢] =1 et ainsi, dans chaque cas, il existg (i # j) tels quef[x;, x;1, x;1=1. O

Corollaire 2.11. Un groupe fini satisfaisant la conditiafX3) est super-résolublei (qui
n'est pas super-résolublsatisfait la conditiort (4).

Démonstration. Soit G un groupe fini satisfaisant la conditi¢h(3). D’apres le Corol-
laire 2.8,G = H x K, ou H est un{2, 3}'-groupe nilpotent eK un {2, 3}-groupe. SiK
est nilpotent,G est nilpotent. Donc nous pouvons suppokeest non nilpotent. D’aprées
le Théoreme 1.4K/Z*(K) = S3 et doncK est super-résoluble. Par suitg, est aussi
super-résoluble.

Notons que d’aprés le Théoréme 144, € £(4) et il n’est pas super-résoluble

3. Groupes finis semi-simples satisfaisant la conditiofi (r)

Dans cette section, nous prouvons le Théoréeme 1.2. On dit qu’'un groupe fini est semi-
simple s'il n"admet aucun sous-groupe normal abélien non trivial (on avertit le lecteur que
le mot « semi-simple » est habituellement employé dans un autre sens dans la littérature au
sujet des groupes simples finis; pour plus d’information sur ces groupes dans notre sens,
voir [12, pp. 89-91]). Le lemme suivant montre que le nombre de facteurs d’un produit
direct de groupes qui satisfait la conditifir) avec chaque facteur ne satisfaisant pas la
condition€(m), est borné par un entier positif ne dépendant que een.
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Lemme 3.1.SoientGy, ..., G5 des groupes. Supposons qigne satisfait pas la condi-
tion £(n;) pourtouti € {1,...,s}. AlorsG1 x - -- x G ne satisfait pas la conditioéi(m),
oum=m1+1)---(ng+1) —1.

Démonstration. PuisqueG; ne satisfait pas la conditiaf(n;), il existe un sous-ensemble
X; deG tel que|X;| =n; + 1 etpourchaqueeNetx,ye X; (x #y)onalx,; y] #1.
Maintenant considérons I'ensembte= X; x --- x X;. Soienta, b € X aveca # b. Si
a=(a1,...,a5) etb = (b1,...,by), alors il existei € {1,..., s} tel quea; # b; et nous
avonsla;, bi] # 1 pour toutk € N. Mais, on a

[avkb] = ([alskbl]s U] [amkbs])

pour toutk € N. Ainsi, [a,x b] # 1, pour toutk € N. Ceci achéve la démonstration du
lemme. O

Corollaire 3.2. SoientSy, ..., S, des groupes finis simples non abéliens. AK¥rs - - - x Si
ne satisfait pas la conditiofi(16° — 1).

Démonstration. Ceci résulte du Lemme 3.1 et du Théoréme 1.2 de [L].
Maintenant, nous pouvons démontrer le Théoréme 1.2.

Démonstration du Théoréme 1.2.Soit G := G/S, doncG est un groupe semi-simple.
Soit R le CR-radical de centre trivial d& (voir page 89 de [12], pour la définition). Alors
R=81x---x8,00S; (i=1,...,m)sontdes groupes finis simples non abéliens. Ainsi,
d’apres le Corollaire 3.2; > 16" — 1 et donan < |10g;6(n + 1)]. Soitc un nombre réel
positif tel que I'ordre de tout groupe fini simphon abélien satisfaisant la conditiétr)

soit inférieur ou égal 2" un tel nombre existe d’'aprées le Théoreme 2.4 de [1]. Donc
lordre de R est inférieur ou égal & 1°%s+1]  Notons queG opére SUkSL, ..., Sw}:
alors, siK est le noyau de cette actioG,/K est isomorphe & un sous-groupe du groupe
symétriques,,. Par contre, notons que le noyau de 'homomorphisme

¢ K — Aut(S1) x --- x Aut(S,,)

qui associe¢y., ..., ¢y) & chaque élément € K, oli ¢} : S; — S; et ¢l (x) = x& pour
chaque élémente S; (i =1,...,m), est égal &5 (R). Mais d'apres le Théoreme 3.3.18
de [12],C5(R) = 1. Donc|K | < []i-4 |Aut(S;)|. Puisques; est un groupe fini simple, il
peut étre engendré par deux éléments (voir [3, Théoréme B]),|Awtis;)| < |S;|? pour
chaque € {1,...,m}. Donc

IGI < |RIZ-m! < 21090 +D] | jogy o(n + 1) 1.
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En appliquant le Théoréme 1.1 au sous-groupe résolitdée en notant queZ*(S) <
Fitt(G), on obtient

U3/nt220% 100164 D] | Jogy g + 1) 1. D

G G
- < <n
‘ Fitt(G) ‘ ‘ Z*(S) ‘

4. Groupes finis satisfaisant la conditior€ (16)

Dans cette section, nous prouvons le Théoréme 1.p.€%t un hombre premier, nous
noteronsy, (G) le nombre dep-sous-groupes de Sylow d’un groupe fthi

Lemme 4.1.SoientG un groupe fini etp un nombre premier divisant I'ordre dé. On

suppose que pour toute paire gesous-groupes de Sylow dg I'intersection est triviale.
SoientP et Q deuxp-sous-groupes de Sylow différents@eSix € Q\{1} etsiy € Z(P)

esttel qugy| = p, alors[x,; y] # 1, pour tout entier positif.

Démonstration. Supposons qu’il existe un entier positif/érifiant [x,; y] = 1. Sik est
le plus petit entier tel quérx,; y] = 1, alorsk > 2. En effet, sik = 1, alors(x, y) est un
p-sous-groupe abélien ét, y) < P N Q, ce qui est contradictoire, puisquesl(x, y) et
d’apres I'hypothés® N Q = 1. En utilisant les identités classiques sur les commutateurs,
on peut écrire = [[x,k—2) ¥1, y’1=[x,x-1) y1’z; le facteurz est dans la cléture normale
de [[x,4-1y],¥]1 =1, doncz = 1. D’'ou w := [x,4-1) y] est d’'ordrep et [w, y] = 1.
Donc (w, y) est unp-sous-groupe d& . Ainsi (w, y) < P. Mais, (w, y) = (¥, y), ol
v:=[x,k—2) y]. Doncy® € P etausspy® € P". llenrésulte qu&® = P”, doncv € Ng(P).
Sik =2, alorsv = [x,0y] = x etx € Ng(P). Par suite{x) P est unp-sous-groupe d€&,
ce qui est contradictoire avec I'hypothése selon laquelfeP. Donc on ak > 3. Nous
pouvons écrire que

1=[lx.a—3 y] 7] = [[x. =3 ¥1. Y7 "] x. =2 Y1[ ¥ k=2) ¥1. Y771
et donc
1=(vv”--- vy(pfz))v(wwy .- wy(pfz)). (%)

Mais v € Ng(P) etw, y € P, alors d'apregx), v” € P. Ainsi v est unp-élément de
G. Alors, (v) P est unp-sous-groupe dé&. Il en résulte quev € P. Puisquey € Z(P),
1=[v, y] =[x,%-1) y1, ce qui est contradictoire avec la définitionide O

Corollaire 4.2. SoientG un groupe fini satisfaisant la conditiofi(n) et p un nombre
premier divisant I'ordre deG tel que pour toute paire dg-sous-groupes de Sylow d&
l'intersection est triviale. Alore, (G) < n.

Démonstration. Supposons qué& contiennen + 1 p-sous-groupes de Sylow et soient
X1,...,Xxn+1, n + 1 éléments d’ordre choisis respectivement dans les centresndésl
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p-sous-groupes de Sylow de. Alors il existei et j (i # j) tels quelx;,; x;1= 1 pour un
certains € N, ce qui est contradictoire, d’aprés le Lemme 4.1

Maintenant, nous pouvons montrer le Théoréme 1.b.68im sont deux entiers positifs
et p un nombre premier, on note PGL, p™) le groupe linéaire spécial projectif de degré
n sur le corps fini d’ordre™.

Démonstration du Théoreme 1.5.D’aprés le Théoréme 1.2 de [1)5 satisfait la condi-

tion £(16). Supposons qu'il existe un groupe fini simple non abélien satisfaisant la condi-
tion £(16) nonisomorphe as. SoitG un tel groupe d’ordre minimal. Ainsi chaque section
propre simple non abélienne deest isomorphe ds. Par conséquent, d’aprés la Proposi-
tion 3 de [4],G estisomorphe a I'un des groupes suivants :

(1) PSL2, 2P), p =4 ou premier; PS, 37), PSL(2,5P), p premier; PSI2, p) p pre-
mier > 7.

(2) PSL3, 3), PSL(3,5), PSU3, 4) (le groupe unitaire spécial projectif de degré 3 sur le
corps fini d’ordre 16).

(3) Sz2P), p premier impair.

(1) Supposons qué soit isomorphe a I'un des groupes dans la liste (1). Pour tout nombre
premierp et pour tout entier > 0, PSL(2, p") possedg” + 1 p-sous-groupes de Sylow,
dontl'intersection deux a deux est triviale (pour une description des sous-groupes de Sylow
de PSL2, p™), on pourra par exemple consulter le Chapitre Il de [9]). Le Corollaire 4.2
permet donc de se limiter aux groupes P&I8), PSL(2,9) et PSL2, p) (p = 7,13).

Mais si un nombre premier impair divise p* — 1 (respectivemenp” + 1), lesr-sous-
groupes de Sylow de P®2, p") sont d’'intersection deux a deux triviale et au nombre
de p"(p" + 1)/2 (respectivemenp” (p" — 1)/2) (voir les Théorémes 8.4 et 8.5 dans le
Chapitre Il de [9]). En prenant= 7 pour PSI2, 8), r =5 pour PSI(2, 9) etr = 3 pour
PSL(2, p) (p =7, 13), le Corollaire 4.2 montre que ces quatre groupes ne satisfont pas la
condition£(16).

(2) Supposons qué& est isomorphe a I'un des groupes dans la liste (2)GSE
PSL(3,3), alorsG est d’ordre 2 x 3% x 13. On av13(G) = 1+ 13k (k > 0) etv13(G)
divise 2 x 33. Puisque 14 ne divise p&6|, k > 1 etv13(G) > 26> 16.

Si G = PSL(3, 5), alorsG est d’ordre 2 x 3 x 5% x 31. Nous avons31(G) = 1+ 31k
(k > 0), doncvz1(G) > 31> 16.

Soit G le groupe PSIB, 4) d'ordre 2 x 3 x 52 x 13 (voir [9, Chapitre Il, Théo-
reme 10.12(d)]; noter cependant que danscib¢le groupe en question est désigné par
PSUS3, 16)). Le nombrevi3(G) = 1 + 13k (k > 0) divise 2 x 3 x 52, doncv13(G) >
26> 16.

Le Corollaire 4.2 permet encore de conclure la liste (2).

(3) Supposons que I'on aff = Sz2”), G est donc d’ordre 2 (27 — 1)(227 + 1) (ou
p est un nombre premier impair). Les 2-sous-groupes de Sylow sont d’intersection deux a
deux triviale et leur nombre égal &2+ 1 [10, Chapitre XI] donc ces groupes ne satisfont
pas la conditior€ (16) d’apres le Corollaire 4.2. O
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