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Résumé

Soitn un entier positif. Nousdisons qu’un groupeG satisfait la conditionE(n), si chaque ensembl
de n + 1 éléments deG contient une paire{x, y} telle que[x,k y] = 1, pour un entier positif k =
k(x, y). Dans cet article, nous étudions les groupesG satisfaisant cette condition. En particulier,
G est un groupe résoluble de type fini, alors| G

Z∗(G)
| � n113

√
n+2, oùZ∗(G) est l’hypercentre deG.

 2004 Elsevier Inc. All rights reserved.

Abstract

Let n be a positive integer. We say that a groupG satisfies the conditionE(n), if every set ofn+ 1
elements ofG contains a pair{x, y} such that[x,k y] = 1, for some positive integerk. In this paper,
we study finite groupsG satisfying this condition. In particular, ifG is a finitely generated solubl
group, then| G

Z∗(G)
| � n113

√
n+2, whereZ∗(G) is the hypercentre ofG.
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1. Introduction et résultats

Les notations rappelées ici sont classiques : six et y sont deux éléments d’un group
on pose[x, y] = x−1y−1xy = x−1xy . Plus généralement,k étant un entier non négati
on définit[x,k y] par [x,0 y] = x et [x,(k+1) y] = [[x,k y], y]. Si G est un groupe, on not
Z∗(G) l’hypercentre deG. Soitn un entier positif. Nousdisons qu’un groupeG satisfait
la conditionE(n) si chaque ensemble den + 1 éléments deG contient une paire{x, y}
telle que[x,k y] = 1, pour un certaink = k(x, y) ∈ N. Ici, nous étudions les groupes sat
faisant cette condition. Nous disons qu’un groupeG satisfait la condition(N , n) si chaque
ensemble den + 1 éléments deG contient une paire{x, y} telle que le sous-groupe〈x, y〉
soit nilpotent. Dans [13], Tomkinson a prouvé que siG est un groupe résoluble de typ
fini satisfaisant la condition(N , n), alors| G

Z∗(G)
| � nn4

. Dans [11], Longobardi et Maj on
introduit la classeE(∞) des groupesG tels que chaque ensemble infini d’éléments dG

contient une paire{x, y} vérifiant[x,k y] = 1, pour un entier positifk = k(x, y). Elles ont
prouvé que si un groupeG résoluble de type fini satisfait la conditionE(∞), alors il est
extension d’un groupe fini par un groupe nilpotent ; ceci entraîne que l’hypercentreZ∗(G)

deG est d’indice fini dansG (voir 1.5 de [8]) et si|G : Z∗(G)| = n, alorsG satisfait la
conditionE(n). Il est clair que(N , n) ⊂ E(n) ⊂ E(∞). Ici, nous prouvons que :

Théorème 1.1.SoitG un groupe résoluble de type fini satisfaisant la conditionE(n), alors
| G
Z∗(G)

| � n113
√

n+2.

Si x est un nombre réel, on note�x	 le plus grand entier inférieur ou égal àx. Nous
prouvons aussi que :

Théorème 1.2.SoitG un groupe fini satisfaisant la conditionE(n). Alors,

∣∣∣∣ G

Fitt(G)

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣ G

Z∗(S)

∣∣∣∣ � n113
√

n+2c2n2·�log16(n+1)	⌊log16(n + 1)
⌋!,

où S est le plus grand sous-groupe normal résoluble deG, Fitt(G) le sous-groupe de
Fitting deG et c est une constante.

Dans [1], il est prouvé qu’un groupe finiG satisfaisant la conditionE(n) est nilpotent
si n � 2, résoluble sin � 15. Comme le groupe alternéA5 satisfait la conditionE(16) et le
groupe symétriqueS3 satisfait la conditionE(3), ces bornes ne peuvent pas être amélior
Dans [5], Endimioni a prouvé qu’un groupe finiG satisfaisant la condition(N , n) est
nilpotent sin � 3, résoluble sin � 20. Le groupe alternéA5 satisfait la condition(N ,21)
et le groupe symétriqueS3 satisfait la condition(N ,3). Si K est un groupe etn un entier
positif, on note Hol(K) l’holomorphe deK, Cn le groupe cyclique d’ordren et Z(K) le
centre deK. Ici, nous prouvons

Proposition 1.3. Soit G un groupe fini non trivial satisfaisant la conditionE(15). Si
Z(G) = 1, alorsG est isomorphe à un sous-groupe de l’un des groupes suivants:



A. Abdollahi / Journal of Algebra 283 (2005) 431–446 433

t
l-

n

ur

les

vec
(1) Hol(Cp), oùp ∈ {7,11,13}.
(2) Hol(C5) × Hol(C3).
(3) 〈x, a, b, c | x7 = a2 = b2 = c2 = [a, c] = [b, c] = [a, b] = 1, [x, a] = ab, [x, b] =

bc, [x, c] = a〉.
(4) Un {2,3}-groupe.

Proposition 1.4.Soit G un groupe fini non nilpotent. Alors,G ∈ E(3) si, et seulemen
si, G

Z∗(G)
∼= S3 ; et G ∈ E(4)\E(3) si, et seulement si, G

Z∗(G)
est isomorphe au groupe a

ternéA4.

Nous obtenons aussi une caractérisation du groupe alternéA5.

Théorème 1.5.Un groupe fini simple non abélien satisfaisant la conditionE(16) est iso-
morphe au groupe alternéA5.

2. Groupes résolubles de type fini satisfaisant la conditionE(n)

Dans cette section, nous prouvons le Théorème 1.1. SiX est un sous-ensemble no
vide d’un groupeG et H un sous-groupe deG, on noteCH (X) le centralisateur deX
dansH , etNH(X) le normalisateur deX dansH . SiX = {x1, . . . , xn}, on définitCH (X) =
CH (x1, . . . , xn). Nous commençons par un résultat qui est peut-être bien connu.

Lemme 2.1.Soientn un entier positif,G un groupe etH un sous-groupe deG sans élé-
ments(autre que1) d’ordre fini divisantn. Sih ∈ H et x est un élément du normalisate
de H dansG tel que[h,xn] = 1 et [h,k x] = 1 pour un certaink = k(x,h) ∈ N, alors
[h,x] = 1.

Démonstration. Soit k le plus petit entier vérifiant[h,k x] = 1. Supposonsk � 2. Notons
quexn ∈ CG(x,h), donc[[h,(k−2) x], xn] = 1 et en utilisant les identités classiques sur
commutateurs, on peut écrire 1= [[h,(k−2) x], xn] = [h,(k−1) x]nz ; le facteurz est dans
la clôture normale de[[h,(k−1) x], x] = 1, doncz = 1. Le commutateur[h,(k−1) x] dont
l’ordre divisen est dansH ; on en déduit qu’il est égal à 1, ce qui est contradictoire a
l’hypothèse selon laquellek est le plus petit entier tel que[h,k x] = 1. �
Lemme 2.2.SoientG un groupe fini satisfaisant la conditionE(n), Q un Π -sous-groupe
deG (Π étant un ensemble des nombres premiers) et x un Π ′-élément deNG(Q). Alors,
|Q : CQ(x)| � n.

Démonstration. Soit |Q : CQ(x)| = k, donc il existek élémentsy1, . . . , yk dansQ tels
queyiy

−1
j /∈ CQ(x), pour i �= j . Considérons l’ensemble desk éléments{xy1, . . . , xyk}.

Supposonsk > n ; il existe alors deux entiers différentsi, j ∈ {1, . . . , k} tels que

[xyi ,t xyj ] = 1, pour un certaint∈N, et donc[xyiy
−1
j ,t x] = 1. D’où [[x, yiy

−1
j ],(t−1) x] = 1.

D’après le Lemme 2.1,[[x, yiy
−1], x] = 1, et ainsi[[yiy

−1, x], x] = 1. Encore d’après le
j j
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Lemme 2.1,[yiy
−1
j , x] = 1, ce qui est contradictoire avec la relationyiy

−1
j /∈ CQ(x). Par

suite,k � n. �
Si L et M sont deux sous-groupes d’un groupeG, on pose[L,M] = 〈[x, y] | x ∈

L et y ∈ M〉. Plus généralement,k étant un entier non négatif, on définit[L,k M] par
[L,0 M] = L et [L,(k+1) M] = [[L,k M],M]. Aussi six est un élément deG, on définit
[L,x] par〈[a, x] | a ∈ L〉.

Lemme 2.3.Soit G une extension d’unp-groupe abélien élémentaireR �= 1 par un p′-
sous-groupe abélienX �= 1 tels queX opère fidèlement surR etR = [R,X]. SiG satisfait
la conditionE(n), alors |X| � n − 1 et |R| � n2.

Démonstration. Par le théorème de Maschke,R se décompose en un produit direct
sous-groupesRi (i = 1, . . . , k) qui sontX-invariants et qui ne sont pas produit direct
sous-groupes propresX-invariants. SoitCi := CX(Ri), i = 1, . . . , k. Notons que pou
chaquex ∈ X et i ∈ {1, . . . , k}, on a [Ri, x] = 1 ou [Ri, x] = Ri . S’il existe un élé-
ment x ∈ X tel que [Ri, x] = Ri pour chaquei ∈ {1, . . . , k}, alorsR = [R,x] et donc
|R| � n d’après le Lemme 2.2. Il résulte du Lemme 3.6(ii) de [13] que|X| � n − 1. D’où
on peut supposerX = ⋃k

i=1 Ci . Considérons une unionV = ⋃
i∈I Ci (I ⊂ {1, . . . , k})

qui est maximale dans le sens :X = V ∪ Cj �= V pour toutj /∈ I . Si y ∈ X\V , alors
|〈Ri | i ∈ I 〉| = |[R,y]| � n et y ∈ ⋂

i /∈I Ci = D et doncV ∪ D = X. PuisqueX opère
fidèlement surR, nous avons(

⋂
i∈I Ci) ∩ D = 1. Par [7], on a aussi

⋂
i∈I Ci ⊆ D. Il en

résulte que
⋂

i∈I Ci = 1. D’où CX(T ) = 1 et |T | � n, oùT = 〈Ri | i ∈ I 〉, et il résulte du
Lemme 3.6(ii) de [13] que|X| � n − 1. Pour prouver|R| � n2, notons que

1

|X|
∑
x∈X

dimCR(x) � 1

2
dimR.

(Ici « dim » s’applique à desp-groupes abéliens élémentaires que l’on considère co
espaces vectoriels sur le corps fini d’ordrep.) Si bien qu’il existe un élémentx ∈ X tel que
dimCR(x) � 1

2 dimR. Mais R = [R,x] × CR(x) et par le Lemme 2.2,|[R,x]| � n. Il en
résulte que|CR(x)| � |[R,x]| et donc|R| � n2. �
Remarque 2.4.Notons que si, dans le Lemme 2.3,X est cyclique, alors la démonstratio
du lemme implique|R| � n.

Si H etK sont deux groupes, on noteH �K un groupeG qui admet deux sous-group
H1 et K1 tels queH1 ∼= H , K1 ∼= K, H1 ∩ K1 = 1, G = H1K1 et H1 � G. Si G est un
groupe, nous noterons Aut(G) le groupe de tous les automorphismes deG.

Lemme 2.5.Supposons que, dans le Lemme2.3, R soit unp-groupe tel quep � n < p2.
Alors R � X est isomorphe àCp � Ct , où t est un entier strictement supérieur à1 et
divisantp − 1.
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Démonstration. Si X est cyclique, alors, d’après la Remarque 2.4,|R| � n, et puisque
p � n < p2, on a|R| = p et |X| divisep − 1. Maintenant on montre queX est cyclique.
D’après la démonstration du Lemme 2.3,X est isomorphe à un sous-groupe de Aut(T ), où
T est un sous-groupe deR tel que|T | � n, donc|T | = p. Alors Aut(T ) est cyclique, ce
qui entraîne queX est cyclique. �
Lemme 2.6.Supposons que, dans le Lemme2.3, n � 15. AlorsR �X est isomorphe à l’un
des groupes suivants:

(1) Cp � Ct où p ∈ {5,7,11,13} et t est un entier strictement supérieur à1 et divisant
p − 1 ;

(2) (C2 × C2) � C3 ou (C2 × C2 × C2) � C7 ;
(3) C3 � C2, (C3 × C3) � C2, (C3 × C3) � C4, (C3 × C3) � (C2 × C2), (C3 × C3) � C8

ou (C3 × C3 × C3) � (C2 × C2).

Démonstration. Par le Lemme 2.3, on a|X| � n − 1 � 14 et |X| divise |Aut(R)|. Si p
divise l’ordre deR alors, par le Lemme 2.2,p � 15. Ainsi p ∈ {2,3,5,7,11,13}. Soit
p ∈ {5,7,11,13}. D’après le Lemme 2.3, on a|R| = p, et doncX est un groupe cycliqu
et |X| divisep − 1.

Maintenant supposonsp = 2. D’après la démonstration du Lemme 2.3,X est cyclique
ou bienX est un 2′-sous-groupe abélien de Aut(T ), oùT est un 2-groupe abélien éléme
taire d’ordre divisant 8. Mais dans ce cas, chaque 2′-sous-groupe abélien de Aut(T ) est
cyclique et donc, d’après la Remarque 2.4,|R| ∈ {2,4,8}. Si |R| = 2 alors|X| = 1, ce qui
est impossible. Si|R| = 4 alors|X| = 3, et si|R| = 8 alors|X| = 3 ou |X| = 7. Mais il est
facile de voir que le cas où|R| = 8 et |X| = 3 n’est pas possible.

Soitp = 3. D’après la démonstration du Lemme 2.3,X est cyclique ouX est un 3′-sous-
groupe abélien de Aut(T ), oùT est un 3-groupe abélien élémentaire d’ordre divisant 9
|T | = 3 alors|X| = 2, et si|T | = 9 alorsX est un groupe cyclique d’ordre 2, 4 ou 8 ou b
un groupe abélien élémentaire d’ordre 4. SiX est cyclique, le Lemme 2.3 implique|R| ∈
{3,9}. Alors dans ce cas,R�X est isomorphe àC3 �C2, (C3×C3)�C2, (C3×C3)�C4

ou (C3 × C3) � C8. Donc il reste à considérer le cas où|R| ∈ {9,27,81} etX ∼= C2 × C2.
Supposons que|R| = 81. D’après la démonstration et les notations du Lemme 2.3
a X = ⋃k

i=1 CX(Ri). Il est clair quek > 2 et puisque|Ri | � 3, on ak � 4. Si k = 3,
alors on peut supposer|R1| = 9 et |R2| = |R3| = 3. Mais 1< CX(Ri) < X pour chaque
i ∈ {1,2,3}. Donc il existe un élémentx ∈ X tel quex /∈ R1 ∪ R2. D’où CR(x) = R3, et
on a |R : CR(x)| = 27> 15, ce qui est contradictoire, d’après le Lemme 2.2. Sik = 4,
alors|Ri | = 3 pour chaquei ∈ {1,2,3,4}. PuisqueX a seulement 4 sous-groupes propr
il existe un élémentx ∈ X tel quex /∈ ⋃4

i �=j,i=1 Ri , pour unj ∈ {1,2,3,4}. D’où CR(x) =
Rj et on a|R : CR(x)| = 27, ce qui est contradictoire (puisque d’après le Lemme
|R : CR(x)| � 15). Ainsi|R| = 9 ou bien 27, ce qui achève la démonstration du lemme.�

Sip est un nombre premier etG un groupe fini, on noteOp(G) le plus petit sous-group
normalK deG tel queG/K soit unp-groupe.
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Lemme 2.7.SoientG un groupe fini satisfaisant la conditionE(n) etp un nombre premie
divisant|G| tel quep > n. SiQ = Op(G) et siP unp-sous-groupe de Sylow deG, alors
G = P × Q.

Démonstration. Supposons qu’il existe un élémentx de P tel quex /∈ CG(Q). Notons
que d’après le Corollaire 2.3 de [1],Q est unp′-sous-groupe deG de sorte queP ∩Q = 1
et G = QP . Considérons le sous-groupeK = 〈x〉Q. Alors, 〈x〉 est unp-sous-groupe de
Sylow deK et puisquex /∈ CG(Q), |K : NK(〈x〉)| > p. MaisNK(〈x〉) = 〈x〉CQ(x), d’où∣∣K : NK(〈x〉)∣∣ = ∣∣〈x〉Q : 〈x〉CQ(x)

∣∣ = ∣∣Q : CQ(x)
∣∣.

Maintenant le Lemme 2.2 implique|Q : CQ(x)| � n, ce qui est contradictoire avec
relationp > n. �

Si n est un entier positif, nous noteronsΠn l’ensemble des nombres premiersp tels que
p � n.

Corollaire 2.8. SiG est un groupe fini satisfaisant la conditionE(n), alors :

(i) L’ensemble desΠn-éléments deG est un sous-groupeD deG.
(ii) L’ensemble desΠ ′

n-éléments deG est un sous-groupe nilpotentM deG. En particu-
lier, G = D × M.

(iii) SiZ(G) = 1, alorsG est unΠn-groupe.

Démonstration. (i) Voir le Corollaire 2.3 de [1].
(ii) D’après le Lemme 2.2 de [1],G estp-nilpotent pour tout premierp > n, doncD

possède un complément nilpotentM, puisqueG/D = MD/D ∼= M/(M ∩D) ∼= M. Par le
Lemme 2.7,G est le produit de ces deux sous-groupes,G = D × M.

(iii) Résulte de la partie (ii). �
Si p est un nombre premier etG est un groupe fini, on noteOp(G) le p-sous-groupe

engendré par tous lesp-sous-groupes normaux deG, et Op′(G) le sous-groupe engen
dré par tous lesp′-sous-groupes normaux deG. Nous noteronsΦ(G) le sous-groupe d
Frattini deG.

Lemme 2.9.SoitG un groupe résoluble non nilpotent fini satisfaisant la conditionE(n).
Supposons queOp′(G) = 1, pour un nombre premierp divisant |G|. Si G̃ = G/Z∗(G),
alors

(a) |G̃| � n
13
2 log2 n.

(b) Si p � n < p2 alors G̃ ∼= Cp � Ct , où t est un entier positif strictement supérieur à1
et divisantp − 1. En particulier,|G̃| � n2.

(c) Sin � 15etp = 2, alors
(1) G̃ ∼= 〈x, a, b, c | x7 = a2 = b2 = c2 = [a, c] = [b, c] = [a, b] = 1, [x, a] =

ab, [x, b] = bc, [x, c] = a〉.
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(2) G̃ ∼= A4 ou le groupe symétriqueS4.
(d) Sin � 15etp = 3, alorsG̃ est un{2,3}-groupe à centre trivial tel queO3′(G̃) = 1. Si

n � 4 alors G̃ ∼= S3.

Démonstration. (a) PuisqueOp′(G) = 1, le sous-groupe de Fitting deG est égal à
Op(G) = P et G/P opère fidèlement surP = P/Φ(P) (voir [6, Théorème 6.3.4]). No
tons queZ∗(G) � P . MaintenantP est unp-sous-groupe normal abélien élémentaire
G = G/Φ(P), P = Op(G) et CG(P ) = P . SoitQ/P le socle deG/P de sorte queQ/P

est unp′-sous-groupe. Nous pouvons écrireQ = PX, oùX est unp′-sous-groupe abélie
deQ. SoitR := [P ,Q] de sorte queP := R × CP (Q). Si C := CG(R), alorsC ∩ Q cen-
traliseP et doncC ∩ Q = P . Il en résulte queCG(R) = P et doncG/P opère fidèlemen
surR. MaintenantR et X satisfont les conditions du Lemme 2.3 et donc|R| � n2. On a
aussi :

(1) G/P opère fidèlement surR. Il s’ensuit par le Lemme 3.6(iv) de [13] que|G/P | �
n1+2 log2 n.

(2) SoitT un p′-sous-groupe de Hall de sorte queT est unp′-groupe résoluble opéra
fidèlement surR. Il s’ensuit par le Lemme 3.6(iii) de [13] que|T | � 1

2n9/2 et T est
engendré par�9

2 log2 n − 1	 éléments. Notons queCP (T ) � Z∗(G) car siS est un
p-sous-groupe de Sylow deG, alorsG = ST et [CP (T ),k G] = [CP (T ),k S] = 1,
pour un entier positifk. Si T est engendré pard éléments, alors

∣∣PZ∗(G)/Z∗(G)
∣∣ �

∣∣P : CP (T )
∣∣ � nd,

d’après le Lemme 2.2. En particulier,|PZ∗(G)/Z∗(G)| � n
9
2 log2 n−1.

D’après ce qui précède, il est facile de voir que|G̃| � n
13
2 log2 n.

(b) Soient P̃ = PZ∗(G)/Z∗(G) = P/Z∗(G) et T̃ = T Z∗(G)/Z∗(G). D’après le
Lemme 2.2 de [1],p � n, puisqueG n’est pas nilpotent. Maintenant supposons
p � n < p2. Il s’ensuit, d’après le Lemme 2.5, que|R| = p. PuisqueG/P ∼= G̃/P̃ est
unp′-sous-groupe,̃T ∼= G̃/P̃ est un groupe cyclique d’ordrep − 1 et|P̃ | = p. D’où G̃ est
isomorphe àCp � Ct , où t est un entier positif strictement supérieur à 1 et divisantp − 1.

(c) Si p = 2 alorsR ∼= C2 × C2 ou C2 × C2 × C2. D’après le Lemme 2.6,T est iso-
morphe àC3 ouC7. Ainsi |P̃ | ∈ {2,4,8}. D’où G̃ est un{2,3}-groupe ou un{2,7}-groupe.
Maintenant supposons quẽG est un{2,7}-groupe. Il s’ensuit quẽG/P̃ est isomorphe à u
{2,3}-sous-groupe deGL3(2), le groupe linéaire général de degré 3 sur le corps d’ord
Mais chaque{2,7}-sous-groupe deGL3(2) dont l’ordre est divisible par 7 est un grou
cyclique d’ordre 7. Ainsi|G̃| ∈ {14,28,56}. PuisqueZ(G̃) = 1 et 1 �= O2(G̃) est un
2-sous-groupe de Sylow, il est facile de voir queG̃ est isomorphe à

〈
x, a, b, c

∣∣ x7 = a2 = b2 = c2 = [a, c] = [b, c] = [a, b] = 1, [x, a] = ab,

[x, b] = bc, [x, c] = a
〉
.
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Maintenant supposons quẽG est un{2,3}-groupe. DoncK = G̃/P̃ est isomorphe à u
{2,3}-sous-groupe deGL3(2) tel queO2(K) = 1. Il en résulte que|K| ∈ {3,6} et donc
|G̃| ∈ {12,24,48}. Maintenant puisqueZ(G̃) = O2′(G̃) = 1, il est facile de voir quẽG est
isomorphe au groupe alternéA4 ou bienG̃ est isomorphe àS4.

(d) Sip = 3 alorsR ∼= C3 ouC3 × C3 ouC3 × C3 × C3. MaisT est un 3′-sous-groupe
résoluble de Aut(R). Si |R| ∈ {3,9} alors Aut(R) est un{2,3}-groupe donc̃G est un{2,3}-
groupe. Notons que sin � 4 alors|R| = 3, |T | = 2 et |G̃/P̃ | = 2. Mais |P̃ | � 4 et donc
|P̃ | = 3. D’où G̃ ∼= S3. Si |R| = 27 alors Aut(R) ∼= GL3(3), le groupe linéaire général d
degré 3 sur le corps d’ordre 3. Supposons queG̃ n’est pas un{2,3}-groupe, il s’ensuit que
T est un groupe cyclique d’ordre 13 ou 26 (notons que ces groupes sont les seuls{2,13}-
sous-groupes deGL3(3)). Mais l’ordre deR divise celui deP̃ et |P̃ | � |P : CP (T )| � 15
ce qui est contradictoire (puisque|R| = 27 et|R| � |P̃ | � 15) et achève la démonstratio
du lemme. �
Lemme 2.10.Soit G un groupe résoluble fini à centre trivial satisfaisant la condit
E(n). Supposons quep,q soient deux nombres premiers distincts divisant l’ordre d
et tels quer � n < r2 pour r ∈ {p,q}. Alors G = Hp ou bienG = Hq , où, pour chaque
nombre premierr, on noteHr le sous-groupe deG satisfaisant Hr

Or′ (G)
= Z∗( G

Or′ (G)
).

Démonstration. Supposons queG �= Hp et G �= Hq . Il s’ensuit, d’après le Lemme 2.9
queG/Hp

∼= Cp � Ct et G/Hq
∼= Cq � Cr , où t > 1 et r > 1 sont deux entiers divisan

p − 1 etq − 1, respectivement. Puisquep �= q , on en déduit queHp �= Hq . Si Hp < Hq ,
alorsG/Hq est abélien. Puisque le centre deG/Hq est trivial, on aG = Hq et pour une rai-
son similaire, siHq < Hp, on aHp = G. D’où Hp � Hq et Hq � Hq . Supposonsp > q .
PuisqueG = G/(Hp ∩ Hq) est isomorphe à un sous-groupe deG/Hp × G/Hq et les
centres de ces groupes quotients sont triviaux, on aZ(G) = 1. Supposons quẽG soit
l’image deG dans le groupeG/Hp × G/Hq . DoncG̃ a unp-sous-groupe de Sylow no
malP . Notons que|P | = p. SoitH unp′-sous-groupe de Hall dẽG etK = CH (P). Donc
H/K est un groupe cyclique non trivial d’ordre divisantp − 1 etK � G̃. Supposons qu
H = K〈(a, b)〉, où (a, b) ∈ G̃ � G/Hp × G/Hq et P = 〈(g,1)〉, où g ∈ G/Hp . Puisque
(a, b) ne commute pas avec(g,1), on a

pgcd
(|a|, |g|) = 1. (I)

Donc CP ((a, b)) = 1. Il est facile de voir queK � G̃ ∩ (1 × G/Hq), puisqueG/Hp
∼=

Cp � Ct et K = CH (P). Mais G/Hq est un facteur dẽG, doncq divise l’ordre deK et
doncK a unq-sous-groupe de Sylow normalQ engendré par un élémentx ∈ G/Hq . Ainsi
Q� G̃. Si [Q,(1, b)] = 1, alorsQ � Z(G̃) = 1, ce qui est contradictoire (puisqueQ �= 1),
doncCQ((1, b)) = 1, puisque〈Q,(1, b)〉 est isomorphe à un sous-groupe non abélien
Cq � Cr . Notons que

pgcd
(|b|, q) = 1. (II)
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Maintenant considérons l’ensemble{
(a, b)(g

i,xj )
∣∣ i = 0,1, . . . , p − 1, j = 0,1, . . . , q − 1

}
.

PuisqueG satisfait la conditionE(n), il existe deux paires distinctes(i, j) et (i ′, j ′)
telles que[(a, b)(g

i,xj ),k (a, b)(g
i′ ,xj ′

)] = 1, pour un entier positifk. D’où [agi
,k agi′ ] = 1

et [bxj
,k bxj ′ ] = 1. Maintenant comme dans la démonstration du Lemme 2.2, pu

(i, j) �= (i ′, j ′), on a [b, x] = 1 ou bien[a,g] = 1, d’où une contradiction (d’après (
ou bien (II)) qui achève la démonstration du lemme.�

Maintenant nous sommes prêts à prouver le Théorème 1.1.

Démonstration du Théorème 1.1.Soit G := G
Z∗(G)

. D’après le Théorème 1 de [11],G

est fini. Soit Hp

Op′ (G)
l’hypercentre de G

Op′ (G)
, où p est un nombre premier divisant|G|.

D’après le Corollaire 2.8,G est unΠn-groupe. PuisqueG est fini, il existe un entier positi
m tel que [

Hp,m G
]
� Op′

(
G

)
,

pour toutp ∈ Πn. Ainsi [ ⋂
p∈Πn

Hp,m G

]
�

⋂
p∈Πn

Op′
(
G

) = 1,

et donc
⋂

p∈Πn
Hp � Z∗(G) = 1. Supposons queΣ = {p ∈ Πn | p2 > n} et Γ =

Πn − Σ . D’après le Lemme 2.10, il existe un sous-ensembleΛ de Σ tel que |Λ| � 1
et

⋂
p∈Γ ∪Λ Hp = 1. D’où |G| � ∏

p∈Γ ∪Λ |G/Hp| et d’après le Lemme 2.9, on a

∣∣G∣∣ � nπ(
√

n)( 13
2 log2 n) · n2,

oùπ(
√

n) est le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux à
√

n. D’après le Théo-

rème 4.6 de [2], on aπ(
√

n) < 6
√

n

ln(
√

n)
= 12

√
n

lnn
. Il s’ensuit que

∣∣G∣∣ � n12
√

n
lnn

( 13
2 log2 n)+2.

Maintenant il est facile de voir que|G| � n113
√

n+2 ; ce qui achève la démonstration.�
Démonstration de la Proposition 1.3.(La démonstration suivante fait à plusieurs repri
appel au Lemme 3.1 qui ne sera établi qu’au Section 3 ; le lecteur pourra se convainc
n’y a pas là de cercle vicieux, la preuve dece lemme n’utilisant pas la Proposition 1.
PuisqueG satisfait la conditionE(15), G est résoluble (voir [1, Théorème 1.2]). D’apr
la démonstration du Théorème 1.1,

⋂
p∈Π Hp = 1. Mais le Lemme 2.10 implique qu
15
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H2 ∩ H3 ∩ Hp = 1, pour un nombre premierp ∈ {5,7,11,13}, et G est alors isomorph
à un sous-groupe deG/H2 × G/H3 × G/Hp. D’après la démonstration du Lemme 2
G/H2 est un{2,3}-groupe ou est isomorphe àE8 � C7 (E8 = C2 × C2 × C2). Supposons
G/H2 est isomorphe àE8 � C7. D’après le Lemme 2.9,G/H3 est un{2,3}-groupe, ce qu
implique H3 � H2. Notons queG/H2 a un sous-groupe isomorphe àE8 et que c’est le
seul sous-groupe normal non trivial et propre deG/H2. Mais, d’après le Lemme 2.9, 7 n
divise pas l’ordre deG/H3, doncG/(H2 ∩ H3) ∼= K × G/H2, où K est un sous-group
de G/H3. PuisqueZ( G

H2∩H3
) = 1, on aZ(K) = 1. Si K est non trivial, alorsK est un

groupe non nilpotent, et doncK ne satisfait pas la conditionE(2), d’après le Théorème 1.
de [1]. Mais aussiG/H2 ne satisfait pas la conditionE(7), donc le Lemme 3.1 montre qu
G/(H2 ∩H3) ne satisfait pas la conditionE(23), ce qui est contradictoire avec l’hypothè
selon laquelleG satisfait la conditionE(15). Ainsi K = 1, d’oùH2 � H3 etH2 ∩ Hp = 1.
Puisque, d’après le Lemme 2.9,G/Hp est isomorphe à un sous-groupe de Hol(Cp) et
|G/H2| = 56, on aHp � H2. Supposons queH2 � Hp. PuisqueH2 � HpH2 � G,
G = H2Hp ou |H2Hp/H2| = 8. Si |H2Hp/H2| = 8, alors|G/H2Hp| = 7. Il en résulte
quep = 7 et |H2Hp/Hp| divise 6. MaisH2Hp/Hp � G/Hp et aussiG/Hp admet un
sous-groupe normal d’ordre 7. AinsiG/Hp est abélien, et il en résulte queG = Hp , ce
qui est contradictoire avec la relationH2 � Hp. Alors G = H2Hp et G/(H2 ∩ Hp) ∼=
G/H2 × G/Hp. D’après le Lemme 3.1,G/(H2 ∩ Hp) ne satisfait pas la conditionE(15),
ce qui est contradictoire avec l’hypothèse selon laquelleG satisfait la conditionE(15). Par
suite,H2 � Hp etH2 = H2 ∩ Hp = 1. AlorsG ∼= G/H2 ∼= E8 � C7.

Supposons queG/H2 est un{2,3}-groupe. SiH2 � Hp ou H3 � Hp alorsG est iso-
morphe à un sous-groupe deG/H2×G/H3 qui est, d’après le Lemme 2.9, un{2,3}-groupe
et doncG est un{2,3}-groupe. Maintenant supposons queH2 � Hp et H3 � Hp . Suppo-
sons queHp � H2. ConsidéronsG l’image du monomorphisme deG/(H2 ∩ Hp) dans
G/H2 × G/Hp qui à g(H2 ∩ Hp) associe(gH2, gHp). D’après le Lemme 2.9,G/H2
contient un sous-groupe normal unique d’ordre 4 et il n’admet aucun élément d’or
aussiG/Hp contient un sous-groupe normal unique d’ordrep. Il en résulte qu’il existe
des sous-groupes normauxK et M dansG et un élément(x, y) ∈ G tels que|x| = 3,
(|y|,p) = 1, |K| = 4, |M| = p, CK((x, y)) = 1, CM((x, y)) = 1. Maintenant considéron
l’ensemble{(x, y)(g,h) | (g,h) ∈ K × M}. Comme ci-dessus, on peut obtenir une con
diction. Il en résulte queHp � H2, et G est donc un sous-groupe deG/H3 × G/Hp . Si
Hp � H3 alorsG est isomorphe à un sous-groupe de Hol(Cp), d’après le Lemme 2.9. S
bien que l’on peut supposer queHp � H3. Soitφ(G) = G̃ oùφ :G → G/H3×G/Hp avec
la loi φ(g) = (gH3, gHp) pour chaqueg ∈ G. Il existe un élémentφ(g) = (gH3, gHp)

tel queR = 〈φ(g)〉 soit le seulp-sous-groupe de Sylow dẽG d’ordrep. Supposons qu
K = CH (R), où H est unp′-sous-groupe de Hall dẽG. Alors K � G̃ et il est facile
de voir queK est aussi normal dansG/H3 × G/Hp. PuisqueR ne commute pas ave
un élément de la forme(xH3, xHp), où (1, xHp) /∈ R, on aK � G/H3 × 1. On note
queH/K est un groupe cyclique tel que|H/K| divisep − 1. Puisquep ∈ {5,7,11,13},
|H/K| divise 12 (le cas oùp = 11 et |H/K| = 10 n’est pas possible, puisque dans
cas,G̃ a un sous-groupe isomorphe àT = G/H3 × (C11 � C5). Alors T satisfait la condi-
tion E(15), ce qui d’après le Lemme 3.1, implique queG/H3 est nilpotent (noter qu
C11 � C5 ne satisfait pas la conditionE(10)). Mais Z(G/H3) = 1, doncG = H3, ce qui
est contradictoire avec la relationHp � H3). Supposons queH/K = 〈(aH3, aHp)K〉, où
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a est un élément deG. Supposons aussi que pgcd(3, |K|) = 1, doncK est un 2-groupe
Notons queG est 2-nilpotent, puisqueHp � H2, doncH2/Hp est un sous-groupe norm
deG/Hp. MaisH2 �= Hp, puisqueG/H2 est un{2,3}-groupe etG/Hp est un groupe don
l’ordre est divisible parp. D’où G/H2 est cyclique et on sait queZ(G/H2) = 1, donc
G = H2. Supposonsx = (aH3, aHp) = x1x2, où [x1, x2] = 1, x1 est un 2-élément etx2
est un 3-élément. Par hypothèsex2 �= 1. PuisquẽG est 2-nilpotent, on aO2′(G̃) = 〈R,x2〉.
Il s’ensuit queCK(O2′(G̃)) = CK(x2) � G̃. Ainsi CK(x2) � Z∗(G̃) et doncCK(x2) = 1.
Mais |RK : CRK(x2)| � 15, donc|K| = |K : CK(x2)| � 2. D’où K = 1, puisqueK �
Z(G̃) = 1. Il en résulte queG est isomorphe à un sous-groupe de Hol(Cp). Maintenant
supposons que 3 divise|K|. Nous prouvons que 3 ne divise pas l’ordre dexK. Suppo-
sons que 3 divise|xK|. PuisqueG̃ est 2-nilpotent,G/H3 × 1 est aussi 2-nilpotent e
doncK a un 3-sous-groupe de Sylow normalP . Si P1 est un 3-sous-groupe de Sylo
deG/H3 × G/Hp, alorsT = Z(P1) ∩ P �= 1. PuisqueZ(G̃) = 1, il existe un 2-élémen
y = (bH3, bHp) tel que|T : CT (y)| � 3. Si(1, bHp) /∈ R alors|R : CR(y)| = p, ce qui im-
plique 15� |RT : CRT (y)| � 3p. Il en résulte quep = 5, ce qui est contradictoire, puisqu
3 ne divise pas 5− 1 = 4. Donc(1, bHp) ∈ R et puisquey est un 2-élément,bHp = Hp.
Maintenant puisque 3 divise|xK|, on a

CR(t) = 1, (1)

où t = (a2n
H3, a

2n
Hp) et |x| = 2n3m (n,m sont des entiers non négatifs). Il existe

sous-ensemble{zi = (aiH3,Hp) | i = 1, . . . , r} deT tel que|T : CT (y)| = r � 3 et

ziz
−1
j /∈ CT (y), (2)

pouri �= j . Considérons l’ensemble

X := {
(ty)ziφ(gl)

∣∣ i = 1, . . . , r, l = 1, . . . , p
}
.

PuisqueG̃ ∈ E(15) et |X| > 15 (on note quep > 5), il existe deux éléments distinc
v = (ty)ziφ(gl) etw = (ty)zj φ(gk) tels que[v,f w] = 1 pour un entier positiff . Il en résulte
queziz

−1
j ∈ CT (y) etφ(gl−k) ∈ CR(t), ce qui est contradictoire avec la relation (1) ou (

Par suite|xK| divise 4 ; doncP est un 3-sous-groupe de Sylow dẽG. Maintenant nous
prouvons quep = 5. PuisqueP � Z∗(G̃), il existe un 2-élémentc = (bH3, bHp) tel que
|P : CP (c)| � 3. Si (1, aHp) /∈ R alorsCR(c) = 1, et donc 15� |RP : CRP (c)| � 3p, ce
qui donnep = 5. Alors supposons queP commute avec tous les 2-éléments(uH3, uHp)

tels que(1, uHp) /∈ R. Ainsi il existe un 2-élémentt = (zH3, zHp) tel quezHp = Hp

et |P : CP (t)| � 3. Maintenant sip > 5 alors, comme ci-dessus, on peut arriver à
contradiction, en considérant l’ensemble

{
(tx)φ(gi)tj

∣∣ i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r
}
,

où |P : CP (t)| = r � 3 et {ti | i = 1, . . . , r} ⊂ P tels queti t
−1
j /∈ CP (t) pour i �= j . Avec

les mêmes arguments, on peut dire, nous devons avoir|P : CP (s)| � 3 pour chaque 2-élém
ents. Il en résulte queΦ(P) � CP (Q), pour un 2-sous-groupe de SylowQ deG̃ et donc
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Φ(P) = 1. D’où P est un 3-groupe abélien élémentaire. Alors, siP est un 3-sous-group
de Sylow deG/H3, P est abélien élémentaire et|P : CP (s)| � 3, pour chaque 2-éléments

deG/H3. Il en résulte queG/H3 ∼= S3. Par contreG/Hp est isomorphe à un sous-grou
de Hol(Cp) et alorsG est isomorphe à un sous-groupe de Hol(C3) × Hol(C5) ; ce qui
achève la démonstration.�
Démonstration de la Proposition 1.4.Nous suivons les notations du Théorème 1
D’après la démonstration du Théorème 1.1,H2 ∩ H3 = 1. D’après le Lemme 2.9 on
G = H2 ou G/H2 ∼= A4 et G = H3 ou G/H3 ∼= S3 (notons queG = G/Z∗(G) est un
groupe fini à centre trivial). D’oùG est isomorphe à un sous-groupe deS3 × A4. Main-
tenant, en considérant les sous-groupes deS3 × A4 qui sont à centre trivial et satisfon
la conditionE(4), il est facile de voir queG ∼= S3 ou A4. Réciproquement, supposo
que G/Z∗(G) ∼= S3. Soientx1, x2, x3, x4 ∈ G. Alors, puisqueS3 satisfait la condition
E(3), il existe i, j ∈ {1,2,3,4} (i �= j ), tels que[xi,k xj ] ∈ Z∗(G) pour un entier posi
tif k. Ainsi [xi,k xj ] est un élément d’Engel à droite deG (voir [12, Théorème 12.3.7])
D’où [[xi,k xj ],s xj ] = 1, pour un entier positifs, et donc[xi,k+s xj ] = 1. Avec une
démonstration similaire, on peut prouver que, siG/Z∗(G) ∼= A4 alors G ∈ E(4) (on
prouve seulementA4 ∈ E(4)). Notons queA4 est réunion de quatre 3-sous-groupes
cliques de SylowP1,P2,P3,P4 et d’un 2-sous-groupe de SylowQ normal abélien. Soien
x1, x2, x3, x4, x5 ∈ A4. S’il existe i ∈ {1, . . . ,5} tel quexi ∈ Q, alors [[xj , xi], xi] = 1,
pour toutj ∈ {1, . . . ,5}. Il s’ensuit que l’on peut supposer que, pour touti ∈ {1, . . . ,5},
xi /∈ Q. D’où il existek, j (j �= k) eti dans l’ensemble{1, . . . ,5} tels quexj , xk ∈ Pi . Donc
[xj , xk] = 1 et ainsi, dans chaque cas, il existei, j (i �= j ) tels que[[xj , xi], xi] = 1. �
Corollaire 2.11.Un groupe fini satisfaisant la conditionE(3) est super-résoluble.A4 (qui
n’est pas super-résoluble) satisfait la conditionE(4).

Démonstration. Soit G un groupe fini satisfaisant la conditionE(3). D’après le Corol-
laire 2.8,G = H × K, où H est un{2,3}′-groupe nilpotent etK un {2,3}-groupe. SiK
est nilpotent,G est nilpotent. Donc nous pouvons supposerK est non nilpotent. D’aprè
le Théorème 1.4,K/Z∗(K) ∼= S3 et doncK est super-résoluble. Par suite,G est auss
super-résoluble.

Notons que d’après le Théorème 1.4,A4 ∈ E(4) et il n’est pas super-résoluble.�

3. Groupes finis semi-simples satisfaisant la conditionE(n)

Dans cette section, nous prouvons le Théorème 1.2. On dit qu’un groupe fini est
simple s’il n’admet aucun sous-groupe normal abélien non trivial (on avertit le lecteu
le mot « semi-simple » est habituellement employé dans un autre sens dans la littéra
sujet des groupes simples finis ; pour plus d’information sur ces groupes dans notr
voir [12, pp. 89–91]). Le lemme suivant montre que le nombre de facteurs d’un pr
direct de groupes qui satisfait la conditionE(n) avec chaque facteur ne satisfaisant pa
conditionE(m), est borné par un entier positif ne dépendant que den etm.
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Lemme 3.1.SoientG1, . . . ,Gs des groupes. Supposons queGi ne satisfait pas la condi
tion E(ni) pour touti ∈ {1, . . . , s}. AlorsG1 ×· · ·×Gs ne satisfait pas la conditionE(m),
oùm = (n1 + 1) · · · (ns + 1) − 1.

Démonstration. PuisqueGi ne satisfait pas la conditionE(ni), il existe un sous-ensemb
Xi deG tel que|Xi | = ni + 1 et pour chaquek ∈ N et x, y ∈ Xi (x �= y) on a[x,k y] �= 1.
Maintenant considérons l’ensembleX = X1 × · · · × Xs . Soienta, b ∈ X aveca �= b. Si
a = (a1, . . . , as) et b = (b1, . . . , bs), alors il existei ∈ {1, . . . , s} tel queai �= bi et nous
avons[ai,k bi] �= 1 pour toutk ∈ N. Mais, on a

[a,k b] = ([a1,k b1], . . . , [as,k bs]
)

pour toutk ∈ N. Ainsi, [a,k b] �= 1, pour toutk ∈ N. Ceci achève la démonstration
lemme. �
Corollaire 3.2.SoientS1, . . . , Sk des groupes finis simples non abéliens. AlorsS1×· · ·×Sk

ne satisfait pas la conditionE(16k − 1).

Démonstration. Ceci résulte du Lemme 3.1 et du Théorème 1.2 de [1].�
Maintenant, nous pouvons démontrer le Théorème 1.2.

Démonstration du Théorème 1.2.Soit G := G/S, doncG est un groupe semi-simpl
SoitR le CR-radical de centre trivial deG (voir page 89 de [12], pour la définition). Alor
R = S1 × · · ·× Sm oùSi (i = 1, . . . ,m) sont des groupes finis simples non abéliens. Ai
d’après le Corollaire 3.2,n > 16m − 1 et doncm � �log16(n + 1)	. Soit c un nombre rée
positif tel que l’ordre de tout groupe fini simple non abélien satisfaisant la conditionE(n)

soit inférieur ou égal àcn2
; un tel nombre existe d’après le Théorème 2.4 de [1]. D

l’ordre deR est inférieur ou égal àcn2·�log16(n+1)	. Notons queG opère sur{S1, . . . , Sm} ;
alors, siK est le noyau de cette action,G/K est isomorphe à un sous-groupe du gro
symétriqueSm. Par contre, notons que le noyau de l’homomorphisme

φ :K → Aut(S1) × · · · × Aut(Sm)

qui associe(φ1
g, . . . , φm

g ) à chaque élémentg ∈ K, où φi
g :Si → Si et φi

g(x) = xg pour
chaque élémentx ∈ Si (i = 1, . . . ,m), est égal àCG(R). Mais d’après le Théorème 3.3.1
de [12],CG(R) = 1. Donc|K| �

∏m
i=1 |Aut(Si)|. PuisqueSi est un groupe fini simple,

peut être engendré par deux éléments (voir [3, Théorème B]), d’où|Aut(Si)| � |Si |2 pour
chaquei ∈ {1, . . . ,m}. Donc

|G| � |R|2 · m! � c2n2·�log16(n+1)	⌊log16(n + 1)
⌋!.
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En appliquant le Théorème 1.1 au sous-groupe résolubleS et en notant queZ∗(S) �
Fitt(G), on obtient∣∣∣∣ G

Fitt(G)

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣ G

Z∗(S)

∣∣∣∣ � n113
√

n+2c2n2·�log16(n+1)	⌊log16(n + 1)
⌋!. �

4. Groupes finis satisfaisant la conditionE(16)

Dans cette section, nous prouvons le Théorème 1.5. Sip est un nombre premier, nou
noteronsvp(G) le nombre dep-sous-groupes de Sylow d’un groupe finiG.

Lemme 4.1.SoientG un groupe fini etp un nombre premier divisant l’ordre deG. On
suppose que pour toute paire dep-sous-groupes de Sylow deG, l’intersection est triviale.
SoientP etQ deuxp-sous-groupes de Sylow différents deG. Six ∈ Q\{1} et siy ∈ Z(P)

est tel que|y| = p, alors [x,t y] �= 1, pour tout entier positift .

Démonstration. Supposons qu’il existe un entier positift vérifiant [x,t y] = 1. Si k est
le plus petit entier tel que[x,k y] = 1, alorsk � 2. En effet, sik = 1, alors〈x, y〉 est un
p-sous-groupe abélien et〈x, y〉 � P ∩ Q, ce qui est contradictoire, puisque 1�= 〈x, y〉 et
d’après l’hypothèseP ∩ Q = 1. En utilisant les identités classiques sur les commutat
on peut écrire 1= [[x,(k−2) y], yp] = [x,(k−1) y]pz ; le facteurz est dans la clôture norma
de [[x,(k−1) y], y] = 1, doncz = 1. D’où w := [x,(k−1) y] est d’ordrep et [w,y] = 1.
Donc 〈w,y〉 est unp-sous-groupe deG. Ainsi 〈w,y〉 � P . Mais, 〈w,y〉 = 〈yv, y〉, où
v := [x,(k−2) y]. Doncyv ∈ P et aussiyv ∈ Pv . Il en résulte queP = Pv , doncv ∈ NG(P).
Si k = 2, alorsv = [x,0 y] = x et x ∈ NG(P). Par suite,〈x〉P est unp-sous-groupe deG,
ce qui est contradictoire avec l’hypothèse selon laquellex /∈ P . Donc on ak � 3. Nous
pouvons écrire que

1= [[x,(k−3) y], yp
] = [[x,(k−3) y], yp−1][x,(k−2) y][[x,(k−2) y], yp−1]

et donc

1 = (
vvy · · ·vy(p−2))

v
(
wwy · · ·wy(p−2))

. (∗)

Mais v ∈ NG(P) et w,y ∈ P , alors d’après(∗), vp ∈ P . Ainsi v est unp-élément de
G. Alors, 〈v〉P est unp-sous-groupe deG. Il en résulte quev ∈ P . Puisquey ∈ Z(P),
1 = [v, y] = [x,(k−1) y], ce qui est contradictoire avec la définition dek. �
Corollaire 4.2. SoientG un groupe fini satisfaisant la conditionE(n) et p un nombre
premier divisant l’ordre deG tel que pour toute paire dep-sous-groupes de Sylow deG,
l’intersection est triviale. Alorsvp(G) � n.

Démonstration. Supposons queG contiennen + 1 p-sous-groupes de Sylow et soie
x1, . . . , xn+1, n + 1 éléments d’ordrep choisis respectivement dans les centres desn + 1
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p-sous-groupes de Sylow deG. Alors il existei et j (i �= j ) tels que[xi,t xj ] = 1 pour un
certaint ∈ N, ce qui est contradictoire, d’après le Lemme 4.1,�

Maintenant, nous pouvons montrer le Théorème 1.5. Sin etm sont deux entiers positif
et p un nombre premier, on note PSL(n,pm) le groupe linéaire spécial projectif de deg
n sur le corps fini d’ordrepm.

Démonstration du Théorème 1.5.D’après le Théorème 1.2 de [1],A5 satisfait la condi-
tion E(16). Supposons qu’il existe un groupe fini simple non abélien satisfaisant la c
tionE(16) non isomorphe àA5. SoitG un tel groupe d’ordre minimal. Ainsi chaque secti
propre simple non abélienne deG est isomorphe àA5. Par conséquent, d’après la Propo
tion 3 de [4],G est isomorphe à l’un des groupes suivants :

(1) PSL(2,2p), p = 4 ou premier ; PSL(2,3p), PSL(2,5p), p premier ; PSL(2,p) p pre-
mier� 7.

(2) PSL(3,3), PSL(3,5), PSU(3,4) (le groupe unitaire spécial projectif de degré 3 su
corps fini d’ordre 16).

(3) Sz(2p), p premier impair.

(1) Supposons queG soit isomorphe à l’un des groupes dans la liste (1). Pour tout no
premierp et pour tout entiern > 0, PSL(2,pn) possèdepn + 1 p-sous-groupes de Sylow
dont l’intersection deux à deux est triviale (pour une description des sous-groupes de
de PSL(2,pn), on pourra par exemple consulter le Chapitre II de [9]). Le Corollaire
permet donc de se limiter aux groupes PSL(2,8), PSL(2,9) et PSL(2,p) (p = 7,13).
Mais si un nombre premier impairr divise pn − 1 (respectivementpn + 1), lesr-sous-
groupes de Sylow de PSL(2,pn) sont d’intersection deux à deux triviale et au nom
de pn(pn + 1)/2 (respectivementpn(pn − 1)/2) (voir les Théorèmes 8.4 et 8.5 dans
Chapitre II de [9]). En prenantr = 7 pour PSL(2,8), r = 5 pour PSL(2,9) et r = 3 pour
PSL(2,p) (p = 7,13), le Corollaire 4.2 montre que ces quatre groupes ne satisfont
conditionE(16).

(2) Supposons queG est isomorphe à l’un des groupes dans la liste (2). SiG ∼=
PSL(3,3), alorsG est d’ordre 24 × 33 × 13. On av13(G) = 1 + 13k (k > 0) et v13(G)

divise 24 × 33. Puisque 14 ne divise pas|G|, k > 1 etv13(G) > 26> 16.
Si G ∼= PSL(3,5), alorsG est d’ordre 25 × 3× 53 × 31. Nous avonsv31(G) = 1+ 31k

(k > 0), doncv31(G) > 31> 16.
Soit G le groupe PSU(3,4) d’ordre 26 × 3 × 52 × 13 (voir [9, Chapitre II, Théo-

rème 10.12(d)] ; noter cependant que dans loc.cit., le groupe en question est désigné
PSU(3,16)). Le nombrev13(G) = 1 + 13k (k > 0) divise 26 × 3 × 52, doncv13(G) >

26> 16.
Le Corollaire 4.2 permet encore de conclure la liste (2).
(3) Supposons que l’on aitG ∼= Sz(2p), G est donc d’ordre 22p(2p − 1)(22p + 1) (où

p est un nombre premier impair). Les 2-sous-groupes de Sylow sont d’intersection
deux triviale et leur nombre égal à 22p + 1 [10, Chapitre XI] donc ces groupes ne satisf
pas la conditionE(16) d’après le Corollaire 4.2. �
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